Spazi topologici

Definizione 1.1.1   Una topologia o struttura topologica su un insieme 
 INCLUDEPICTURE "http://www.dmi.unict.it/~moschetti/2000-01/2/img27.png" \* MERGEFORMATINET 


é un sottoinsieme dell'insieme potenza [image: image2.png]P(X)



di [image: image3.png]


, verificante i seguenti assiomi: 

1. [image: image4.png]0, Xer;




2. se [image: image5.png]{Xitier



, dove I 'e un insieme qualunque, é tale che [image: image6.png]VieIX;er



allora [image: image7.png]Uier Xi e




3. se [image: image8.png]{X1,Xa,. .




é tale che [image: image9.png]Xier



per [image: image10.png]


allora [image: image11.png]Nigign Xi €T





Gli elementi di [image: image12.png]


si chiamano insiemi aperti.

Definizione 1.1.2   Un insieme [image: image13.png]


con una struttura topologica [image: image14.png]


, si chiama spazio topologico. Gli elementi di [image: image15.png]


verranno chiamati punti di [image: image16.png]


.

Definizione 1.1.3   Se [image: image17.png]


é uno spazio topologico e [image: image18.png]z€X



, un sottoinsieme [image: image19.png]


di [image: image20.png]


si chiama intorno di [image: image21.png]


quando esiste un aperto [image: image22.png]


tale che [image: image23.png]TEACY



.

Dalla definizione precedente segue che ogni insieme aperto é intorno di ogni suo punto. 

Definizione 1.1.4   Sia [image: image24.png]


uno spazio topologico, un sottoinsieme [image: image25.png]


di [image: image26.png]


, si dice chiuso quando il suo complementare [image: image27.png]


é un insieme aperto.

Denotata con [image: image28.png]


la famiglia di tutti gli insiemi chiusi di uno spazio topologico [image: image29.png]


e tenedo conto della proprietá della teoria degli insiemi 

	[image: image30.png]WCX, X-(X-Y)=





	(1.1)


vale la seguente 

Proposizione 1.1.1   Le famiglie [image: image31.png]


e [image: image32.png]


, si ottengono per complementazione l'una dall'altra, nel senso che ogni chiuso é il complementare di un aperto e ogni aperto é il complementare di un chiuso.

Passando ai complementi nella definizione 1.1.1 e tenendo conto della ben nota proprietá della teoria degli insiemi secondo cui il complemento dell'unione coincide con l'intersezione dei complementi e il complemento dell'intersezione coincide con l'unione dei complementi, si dimostra la seguente 

Proposizione 1.1.2   La famiglia [image: image33.png]


degli insiemi chiusi in uno spazio topologico [image: image34.png]


é caratterizzata dalle seguenti condizioni 

1. [image: image35.png]


X [image: image36.png]€0;




2. se [image: image37.png]{Xitier



, dove I 'e un insieme qualunque, é tale che [image: image38.png]VieIXi€a



allora [image: image39.png]Nier Xi € 3




3. se [image: image40.png]{X1,Xa,. .




é tale che [image: image41.png]Xi€ao



per [image: image42.png]


allora [image: image43.png]Usgign Xi € 0.





Proposizione 1.1.3   Sia [image: image44.png]


un insieme e [image: image45.png]


un sottoinsieme di [image: image46.png]P(X)



verificante le proprietá della proposizione 1.1.2, allora esiste una ed una sola topologia [image: image47.png]


su [image: image48.png]


tale che la famiglia degli insiemi chiusi coincide con [image: image49.png]


.

Dimostrazione. La famiglia [image: image50.png]


dei sottoinsiemi di [image: image51.png]


che sono complementi di elementi di [image: image52.png]


, ovviamente verifica le condizioni della definizione 1.1.1, quindi definisce una topologia su [image: image53.png]


. Per la (1.1), la famiglia degli insiemi chiusi per [image: image54.png]


coincide con [image: image55.png]


. Sia [image: image56.png]


un'altra toplogia su [image: image57.png]


la cui famiglia di chiusi coincide con [image: image58.png]


. Poiché [image: image59.png]


e [image: image60.png]


hanno gli stessi insiemi chiusi, devono coincidere, infatti se [image: image61.png]


é un aperto per una delle due topologie, allora [image: image62.png]B=X-A€o



, quindi esiste un aperto [image: image63.png]


per l'altra topologia tale che [image: image64.png]B=X-4A



, da cui [image: image65.png]X-A=X-4A



e quindi [image: image66.png]


. [image: image67.png]



Grazie alla proposizione precedente é immediato concludere che una toplogia puó essere equivalentemente definita mediante la famiglia degli insiemi chiusi. Quindi una definizione alternativa di topologia puó essere la seguente 

Definizione 1.1.5   Una topologia o struttura topologica su un insieme [image: image68.png]


é un sottoinsieme [image: image69.png]


dell'insieme potenza [image: image70.png]P(X)



di [image: image71.png]


, verificante i seguenti assiomi: 

1. [image: image72.png]0, X ea;




2. se [image: image73.png]{Xitier



, dove I 'e un insieme qualunque, é tale che [image: image74.png]VieIXi€a



allora [image: image75.png]Nier Xi € 3




3. se [image: image76.png]{X1,Xa,. .




é tale che [image: image77.png]Xi€ao



per [image: image78.png]


allora [image: image79.png]Usgign Xi € 0.





Gli elementi di [image: image80.png]


si chiamano insiemi chiusi.

Esempio 1   Se [image: image81.png]


é un insieme qualunque, la famiglia [image: image82.png]


verifica banalmente le proprietá della definizione 1.1.1, quindi definisce una topologia che si chiama topologia indiscreta. Su un insieme [image: image83.png]


con un solo elemento si puó definire solo la toplogia indiscreta, perché il suo insieme potenza é costituito solo da [image: image84.png]


e dall'insieme vuoto.

Esempio 2   Se [image: image85.png]


é un insieme qualunque, la famiglia [image: image86.png]T=P(X)



verifica banalmente le proprietá della definizione 1.1.1, quindi definisce una topologia che si chiama topologia discreta. Su un insieme [image: image87.png]


con un solo elemento, topologia discreta ed indiscreta coincidono.

Nei due esempi precedenti la famiglia [image: image88.png]


degli insiemi chiusi ovviamente coincide con [image: image89.png]


. 

Esempio 3   Sia [image: image90.png]


un insieme qualunque e sia [image: image91.png]


la famiglia costituita dai sottoinsiemi finiti di [image: image92.png]


, da [image: image93.png]


e dall'insieme vuoto. [image: image94.png]


verifica le condizioni della definizione 1.1.5 (esercizio), quindi definisce una topologia su [image: image95.png]


. In particolare se [image: image96.png]


é finito, la topologia cosí definita é la toplogia discreta.

Esempio 4   Si ricorda che uno spazio metrico é un insieme [image: image97.png]


su cui é definita una distanza, cioé un'applicazione [image: image98.png]d:XxX 3R



verificante, per ogni scelta di [image: image99.png]zy,2 € X



, le seguenti proprietá: 

1. [image: image100.png]d(z,y) = d(y, )



; 

2. [image: image101.png]d(z,2) < d(,y) +d(y,2)



; (diseguaglianza triangolare) 

3. [image: image102.png]dz,y)20 e dzy) =0 & z=y



. 

Fissato un punto [image: image103.png]z€X



e un [image: image104.png]€>0



, si chiama disco di centro [image: image105.png]


e raggio [image: image106.png]


l'insieme [image: image107.png]S(@ ) ={y € X | d(z,y) <c}



. Se [image: image108.png]TEYCX



, si dice che [image: image109.png]


é un punto interno di Y se [image: image110.png]3e>0



tale che [image: image111.png]S(@eCcY



. L'interno di un insieme [image: image112.png]


é l'insieme dei suoi punti interni e si indica con [image: image113.png]


. Ovviamente [image: image114.png]


é sempre verificata, se invece accade che [image: image115.png]


, allora si dice che [image: image116.png]


é un insieme aperto. 

Se [image: image117.png]


é uno spazio metrico, la famiglia [image: image118.png]


dei suoi insiemi aperti verifica le condizioni della definizione 1.1.1 (esercizio), quindi definisce una topologia i cui insiemi aperti sono tutti e soli gli insiemi aperti definiti dalla distanza.

Quindi si puó concludere che 

Proposizione 1.1.4   Ogni spazio metrico é uno spazio toplogico.

Su un dato insieme [image: image119.png]


, in generale, é possibile definire piú di una topologia, scegliendo diversi insiemi [image: image120.png]


verificanti le condizioni della definizione 1.1.1. Per esempio sull'insieme [image: image121.png]


dei numeri reali é possibile definire tutte le topologie introdotte negli esempi precedenti: la topologia discreta, indiscreta, dei sottoinsiemi finiti ed, essendo [image: image122.png]


uno spazio metrico, anche quella indotta dalla distanza. Nel seguito se non espressamente specificato si intende che la topologia di [image: image123.png]


é quella determinata dalla distanza. La stessa cosa vale in [image: image124.png]


. 

Definizione 1.1.6   Siano [image: image125.png]


e [image: image126.png]


due topologie sullo stesso insieme [image: image127.png]


. Si dice che [image: image128.png]


é piú fine di [image: image129.png]


o equivalentemente che [image: image130.png]


é meno fine di [image: image131.png]


se [image: image132.png]


.

Cosí, per esempio dato un insieme [image: image133.png]


, la topologia indiscreta é quella meno fine definibile su [image: image134.png]


, mentre la topologia discreta é quella piú fine. 

Definizione 1.1.7   Sia [image: image135.png]


un spazio topologico e [image: image136.png]


la topologia di [image: image137.png]


, se [image: image138.png]


é un sottoinsieme non vuoto di [image: image139.png]


, allora la famiglia [image: image140.png]


verifica in [image: image141.png]


, le condizioni della definizione 1.1.1, quindi definisce una toplogia in [image: image142.png]


. Lo spazio topologico cosí definito si chiama sottospazio topologico di [image: image143.png]


e la topologia [image: image144.png]


si chiama topologia indotta da [image: image145.png]


.

Esempio 5   Consideriamo [image: image146.png]


, utilizzando la definizione precedente, su ogni sottoinsieme [image: image147.png]


di [image: image148.png]


si puó introdurre la topologia indotta. In questo modo si possono dotare di topologia tutte le curve e le superfici di [image: image149.png]


.

Chiusura, punti di accumulazione, sottoinsiemi densi 

Definizione 1.2.1   Se [image: image150.png]


é un sottoinsieme di uno spazio topologico [image: image151.png]


, si chiama chiusura di [image: image152.png]


e si indica con [image: image153.png]


l'intersezione di tutti gli insiemi chiusi contenenti [image: image154.png]


.

Dalla definizione precedente segue imediatamente che 

	[image: image155.png]



	(1.2)


Proposizione 1.2.1   Un sottoinsieme [image: image156.png]


di uno spazio topologico [image: image157.png]


é chiuso se e solo se [image: image158.png]


.

Dimostrazione. Poiché, per definizione, [image: image159.png]


é l'intersezione di un insieme di chiusi, esso é chiuso, quindi da [image: image160.png]


segue che [image: image161.png]


é chiuso. Viceversa, se [image: image162.png]


é chiuso, allora [image: image163.png]


essendo [image: image164.png]


uno dei chiusi che contengono [image: image165.png]


e, dalla 1.2, segue la tesi. [image: image166.png]



Definizione 1.2.2   Se [image: image167.png]


é un sottoinsieme di uno spazio topologico [image: image168.png]


e [image: image169.png]z€X



, si dice che [image: image170.png]


é un punto di accumulazione o punto limite per [image: image171.png]


se ogni intorno di [image: image172.png]


interseca [image: image173.png]


in almeno un punto diverso da [image: image174.png]


. L'insieme dei punti di accumulazione di [image: image175.png]


si chiama derivato di A e si indica con il simbolo [image: image176.png]D(4)



.

Proposizione 1.2.2   Se [image: image177.png]


é un sottoinsieme di uno spazio topologico [image: image178.png]


, allora [image: image179.png]DA CA



.

Dimostrazione. Basta dimostrare che se [image: image180.png]


non appartiene a [image: image181.png]


allora non appartiene a [image: image182.png]D(4)



. Se [image: image183.png]


non appartiene a [image: image184.png]


, esiste un chiuso [image: image185.png]


non contenete [image: image186.png]


, da cui segue che [image: image187.png]z€X-D



, [image: image188.png](X-D)nA=0



e [image: image189.png]


é aperto, quindi é stato trovato un intorno aperto di [image: image190.png]


che non interseca [image: image191.png]


, perció [image: image192.png]


non é un punto di accumulazione di [image: image193.png]


. [image: image194.png]



Definizione 1.2.3   Un sottoinsieme [image: image195.png]


di uno spazio topologico [image: image196.png]


si dice denso in [image: image197.png]


se [image: image198.png]o



.

Esempio 6   L'insieme [image: image199.png]


dei numeri razionali e l'insieme [image: image200.png]R-Q



degli irrazionali sono densi in [image: image201.png]


.

Proposizione 1.2.3   [image: image202.png]


é denso in [image: image203.png]


se e solo se per ogni aperto non vuoto [image: image204.png]


di [image: image205.png]


, [image: image206.png]


.

Dimostrazione. Se [image: image207.png]


é denso in [image: image208.png]


e [image: image209.png]


é un insieme aperto e non vuoto tale che [image: image210.png]AND=90



, allora [image: image211.png]


é un insieme chiuso, distinto da [image: image212.png]


contenete [image: image213.png]


, ma ció é assurdo perché, essendo [image: image214.png]


denso, il piú piccolo insieme chiuso che lo contiene é [image: image215.png]


. Viceversa, supponiamo che per ogni aperto non vuoto [image: image216.png]


, [image: image217.png]


, allora se [image: image218.png]


é un insieme chiuso diverso da [image: image219.png]


, [image: image220.png]


é aperto non vuoto, quindi [image: image221.png]


, da cui si deduce che [image: image222.png]


non puó essere contenuto in [image: image223.png]


, questo significa che l'unico insieme chiuso contenete [image: image224.png]


é [image: image225.png]


, da cui [image: image226.png]o



. [image: image227.png]



Basi di una topologia 

In generale l'insieme [image: image228.png]


é molto ampio. Si pensi, per esempio a [image: image229.png]


, anche se é sempre possibile, dato un sottoinsieme, decidere se esso é aperto o no, la famiglia di tutti gli insiemi aperti é molto grande e difficilmente visualizzabile nel suo insieme. Nasce quindi l'esigenza di poter caratterizzare la famiglia degli aperti con una sottofamiglia piú facilmente visualizzabile. 

Definizione 1.3.1   Si chiama base di uno spazio topologico [image: image230.png]


, una famiglia [image: image231.png]


di aperti non vuoti, tale che ogni aperto di [image: image232.png]


si possa esprimere come unione di aperti di [image: image233.png]


.

Teorema 1.3.1   Se [image: image234.png]


é una base dello spazio topologico [image: image235.png]


, valgono le seguenti proprietá: 

1. [image: image236.png]VzeX 3BeB tc z€B ¢ X=Upesb;




2. se [image: image237.png]By,B€B



e [image: image238.png]


, se [image: image239.png]z€BiNB;



allora [image: image240.png]IBeB



tale che [image: image241.png]z€ BCBiNB;



. 

Dimostrazione. La prima segue immediatamente dalla definizione di base e dal fatto che [image: image242.png]


é un insieme aperto. Per dimostrare la seconda basta osservare che [image: image243.png]BiN B,



é un aperto non vuoto di X ed in quanto tale esprimibile come unione di elementi di [image: image244.png]


. [image: image245.png]



Esempio 7   Una base di [image: image246.png]


é data dall'insieme [image: image247.png]B={S(z,¢) | z€ R e € Rt}



. Infatti, se [image: image248.png]


é un aperto di [image: image249.png]


, [image: image250.png]V€A J&>0 tec S(ze)CA



, da cui [image: image251.png]Usea S(z,ez) € 4



, poiché l'inclusione inversa é ovviamente vera, si ottiene [image: image252.png]Usea S(z,6) = A



.

Spazi topologici separabili ed a base numerabile 

Definizione 1.4.1   Uno spazio topologico [image: image253.png]


si dice a base numerabile, se ammette una base di cardinalitá [image: image254.png]Ro



.

Definizione 1.4.2   Uno spazio topologico [image: image255.png]


si dice separabile, se ha un sottoinsieme denso e numerabile.

Proposizione 1.4.1   Uno spazio topologico [image: image256.png]


a base numerabile é separabile.

Dimostrazione. Sia [image: image257.png]B = {Ba}nen



una base numerabile. Per ogni [image: image258.png]neN



scegliamo un punto [image: image259.png]Zn € By



e consideriamo l'insieme [image: image260.png]D =Unen{en}



. Ovviamente [image: image261.png]


é numerabile, se si dimostra che [image: image262.png]


interseca ogni insieme aperto non vuoto, allora, per la proposizione 1.2.3, esso é denso e quindi il teorema resta dimostrato. Sia [image: image263.png]


un insieme aperto non vuoto, poiché [image: image264.png]


é una base, [image: image265.png]


é dato dall'unione di elementi di [image: image266.png]


, ma ciascun elemento di [image: image267.png]


interseca [image: image268.png]


in almeno un punto, quindi [image: image269.png]


. [image: image270.png]



Se [image: image271.png]


é uno spazio metrico, la proposizione precedente si puó invertire. 

Proposizione 1.4.2   Se [image: image272.png]


é uno spazio metrico separabile, allora é a base numerabile.

Dimostrazione. Sia [image: image273.png]D ={2Zn}nen



un sottoinsieme di [image: image274.png]


denso e numerabile che deve esistere per ipotesi. Consideriamo l'insieme di dischi [image: image275.png]B={S(nq) |2n €D, g€ Q*}



che ovviamente é numerabile. Se si dimostra che [image: image276.png]


é una base allora il teorema resta dimostrato. 

Sia [image: image277.png]


un aperto di [image: image278.png]


e [image: image279.png]z€A



, esiste un [image: image280.png]€>0



tale che [image: image281.png]Sz, CA



. Poiché [image: image282.png]


é denso in [image: image283.png]


, ogni disco di centro [image: image284.png]


deve intersecare [image: image285.png]


, quindi esiste un [image: image286.png]neN



tale che [image: image287.png]d(z,2n) < §



. Scelto un [image: image288.png]q€Q



tale che [image: image289.png]<q<



, dimostriamo che 

	[image: image290.png]z € S(zn,q) C S(z,e).




	(1.3)


Ovviamente [image: image291.png]z € S(zn,9)



perché [image: image292.png]d(z,zn) <§<4q



. Se [image: image293.png]Y € S@n,9)



, [image: image294.png]d(x,y) < d(z, 20) +d(@n,y) < §+g< §+5 <€



, quindi [image: image295.png]y€ S(ze)



. 

Grazie alla 1.3 si puó concludere che [image: image296.png]Ve€A Iz, €D,q€QT tc z€S(znq)CA



, da cui si ricava che [image: image297.png]


é uguale all'unione di elementi di [image: image298.png]


. [image: image299.png]



Esempio 8   [image: image300.png]


é uno spazio metrico separabile perché [image: image301.png]


é un sottoinsieme denso e numerabile. Quindi, grazie alla proposizione precedente, si puó concludere che [image: image302.png]


é a base numerabile e quest'ultima é l'insieme [image: image303.png]B={S(q)|zcQ", ¢ Q"}



.

Proposizione 1.4.3   Se [image: image304.png]


é uno spazio metrico separabile, ogni suo sottospazio [image: image305.png]


é separabile ed a base numerabile.

Dimostrazione. Per la proposizione 1.4.2, [image: image306.png]


é a base numerabile. Denotata con [image: image307.png]B = {Ba}nen



la base numerabile di [image: image308.png]


, l'insieme [image: image309.png]By ={Y N Bn}nen



é una base numerabile per [image: image310.png]


ed inoltre per la proposizione 1.4.1, [image: image311.png]


é separabile. [image: image312.png]



Da quest'ultima proposizione segue che ogni sottospazio di [image: image313.png]


é separabile ed a base numerabile. 

Esempio 9   Una base di insiemi aperti su ogni superficie, di dimensione [image: image314.png]


, [image: image315.png]


([image: image316.png]k<n



) di [image: image317.png]


é costituita dalla famiglia delle intersezioni tra i dischi [image: image318.png]S(z,¢)



e [image: image319.png]


, che si puó rendere numerabile, limitandosi ai dischi della base numerabile di [image: image320.png]


. Cosí, per esempio, una base di insiemi aperti su una sfera [image: image321.png]


é costituita da calotte sferiche aperte, mentre su una circonferenza [image: image322.png]g1



, é costituita da archi di circonferenza aperti.

Spazi di Hausdorff 

Definizione 1.5.1   Uno spazio di Hausdorff é uno spazio topologico nel quale comunque si scelgano due punti [image: image323.png]


e [image: image324.png]


, esiste un intorno [image: image325.png]


di [image: image326.png]


ed un intorno [image: image327.png]


di [image: image328.png]


tali che [image: image329.png]unv =90



.

La seguente proposizione mette in luce una vasta classe di spazi di Hausdorff. 

Proposizione 1.5.1   Ogni spazio metrico é uno spazio di Hausdorff.

Dimostrazione. Sia [image: image330.png]


uno spazio metrico e [image: image331.png]


, [image: image332.png]


due punti di [image: image333.png]


. Fissato un numero positivo [image: image334.png]


tale che [image: image335.png]2e <d(z,y)



, si vede immediatamente che [image: image336.png]S(z,e)NS(y,€) =0



. Infatti se ció non fosse vero, dovrebbe esistere un punto [image: image337.png]z€ S(z,€)N S(y,¢)



, da cui si otterrebbe [image: image338.png]d(z,y) < d(z, 2) +d(z,y) < 2



, in chiara contraddizione con la scelta di [image: image339.png]


. [image: image340.png]



Esempio 10   Lo spazio toplogico [image: image341.png]


, in quanto spazio metrico é di Hausdorff.

Esempio 11   La topologia dell'esempio 3, se [image: image342.png]


é un insieme infinto non é di Hausdorff, infatti in tale topologia, gli aperti sono i complementi degli insiemi finiti, quindi non esistono due insiemi aperti disgiunti, pertento questa topologia non puó essere di Hausdorff.

Proposizione 1.5.2   Ogni sottospazio di uno spazio di Hausdorff é uno spazio di Hausdorff.

Dimostrazione. Se [image: image343.png]


é un sottospazio di uno spazio di Hausdorff [image: image344.png]


, scelti due punti [image: image345.png]nYEY



, esistono due intorni [image: image346.png]


e [image: image347.png]


rispettivamente di [image: image348.png]


e [image: image349.png]


in [image: image350.png]


, tali che [image: image351.png]unv =90



. Allora [image: image352.png]


e [image: image353.png]


sono due intorni in [image: image354.png]


, rispettivamente di [image: image355.png]


e [image: image356.png]


, disgiunti. [image: image357.png]



Spazi connessi 

Definizione 1.6.1   Uno spazio topologico [image: image358.png]


si dice connesso se non é esprimibile come unione di due aperti non vuoti e disgiunti.

Proposizione 1.6.1   Uno spazio topologico [image: image359.png]


é connesso se e solo se vale una delle seguenti condizioni: 

1. non esiste un sottoinsieme [image: image360.png]


di [image: image361.png]


diverso da [image: image362.png]


e da [image: image363.png]


che é sia aperto che chiuso; 

2. non esistono due chiusi non vuoti e disgiunti [image: image364.png]


e [image: image365.png]


, tali che [image: image366.png]


. 

Dimostrazione. Se [image: image367.png]


non é connesso esistono due insiemi aperti e non vuoti [image: image368.png]


e [image: image369.png]


tali che [image: image370.png]ANB =0



e [image: image371.png]


, allora, poiché [image: image372.png]


, l'insieme [image: image373.png]


é aperto e chiuso; inoltre gli insiemi chiusi [image: image374.png]


e [image: image375.png]


sono tali che [image: image376.png](X-AN(X-B)=X-(AUB)=X-X=0



e [image: image377.png]X-AU(X-B)=X-(ANB)=X



. 

Viceversa, se non é verificata la prima, allora esiste un sottoinsieme [image: image378.png]


di [image: image379.png]


che é aperto e chiuso, quindi l'insieme [image: image380.png]


é aperto ed inoltre [image: image381.png]ANB =0



e [image: image382.png]


, quindi [image: image383.png]


non é connesso. Se invece non é verificata la seconda, esistono due chiusi non vuoti [image: image384.png]


e [image: image385.png]


tali che [image: image386.png]FNnG=0



e [image: image387.png]


, allora gli insiemi [image: image388.png]


e [image: image389.png]


sono aperti non vuoti ed inoltre [image: image390.png]ANB=(X-F)N(X-G)=X—-(FUG) =0



e [image: image391.png]AUB=(X-F)U(X-G)=X-(FNG) =X



, quindi [image: image392.png]


non é connesso. [image: image393.png]



Definizione 1.6.2   Un sottoinsieme [image: image394.png]


di uno spazio topologico [image: image395.png]


si dice insieme connesso se come sottospazio di [image: image396.png]


é connesso.

Proposizione 1.6.2   Un sottoinsieme di [image: image397.png]


é connesso se e solo se é un intervallo. In particolare [image: image398.png]


é connesso. (Senza dimostrazione).

Spazi compatti e paracompatti 

Definizione 1.7.1   Una famiglia di sottoinsiemi [image: image399.png]¥ ={Yikier



di uno spazio topologico [image: image400.png]


, si dice che é un ricoprimento di [image: image401.png]


quando [image: image402.png]X =Uier ¥



. In particolare se gli insiemi [image: image403.png]


sono aperti, [image: image404.png]


si chiama ricoprimento aperto. Un sottoricoprimento di [image: image405.png]


é un sottoinsieme di [image: image406.png]


che é ancora un ricoprimento di [image: image407.png]


.

Definizione 1.7.2   Uno spazio topologico si dice compatto se da ogni ricoprimento aperto si puó estrarre un sottoricoprimento finito.

Esempio 12   Lo spazio topologico [image: image408.png]


non é compatto, infatti la famiglia degli intervalli aperti di centro intero e raggio [image: image409.png]


, é un ricoprimento aperto di [image: image410.png]


che non ammette un sottoricoprimento finito

Definizione 1.7.3   Un sottoinsieme [image: image411.png]


di uno spazio topologico [image: image412.png]


si dice compatto, se [image: image413.png]


con la topologia indotta é compatto.

Proposizione 1.7.1   In uno spazio compatto [image: image414.png]


, ogni sottoinsieme infinito ha almeno un punto di accumulazione.

Dimostrazione. Sia [image: image415.png]


un sottoinsieme di [image: image416.png]


privo di punti di accumulazione, questo significa che per ogni [image: image417.png]z€X



esiste un intorno aperto [image: image418.png]Uz



di [image: image419.png]


, tale che [image: image420.png]U:NL



o é vuoto o al piú é lo stesso [image: image421.png]


. La famiglia [image: image422.png]{Us}oex



é ovviamente un ricoprimento aperto di [image: image423.png]


ed essendo [image: image424.png]


compatto, esiste un insieme finito [image: image425.png]{21,22,---, 2n}



di punti di [image: image426.png]


tali che [image: image427.png]nUn=X



. Questo implica che [image: image428.png]


é finito, infatti [image: image429.png]L=LNX =LNUpqi,.nUsi = Ui, ,a(ENUz) € {21, 22, ., Zn}



. [image: image430.png]



Proposizione 1.7.2   I compatti di [image: image431.png]


sono tutti e soli i suoi sottoinsiemi chiusi e limitati. (Senza dimostrazione).

In particolare dalla proposizione precedente segue che gli intervalli chiusi e limitati di [image: image432.png]


sono compatti. Questa proprietá ha una generalizzazione in [image: image433.png]


. 

Proposizione 1.7.3   In [image: image434.png]


ogni sottoinsieme del tipo [image: image435.png],2") € R |af < 2f < B




é compatto.

Definizione 1.7.4   Siano [image: image436.png]U ={Uikier



e [image: image437.png]V= {Vikies



due ricoprimenti di uno spazio topologico [image: image438.png]


, si dice che [image: image439.png]


é piú fine di [image: image440.png]


o equivalentemente che [image: image441.png]


é un raffinamento di [image: image442.png]


, se [image: image443.png]Wey UelU



tale che [image: image444.png]vecu



.

Definizione 1.7.5   Un ricoprimento [image: image445.png]V= {Vike



di uno spazio topologico [image: image446.png]


si dice localmente finito se [image: image447.png]VzeX



esiste un intorno [image: image448.png]


di [image: image449.png]


, che interseca solo un numero finito di elementi di [image: image450.png]


.

Definizione 1.7.6   Uno spazio topologico [image: image451.png]


si dice paracompatto se é di Hausdorff e se, ogni ricoprimento aperto [image: image452.png]


di [image: image453.png]


ammette un raffinamento [image: image454.png]


localmente finito.

La condizione di paracompattezza é piú debole di quella di compattezza, infatti é immediato constatare che uno spazio topologico di Hausdorff e compatto é paracompatto, ed é abbastanza generale da includere gli spazi euclidei [image: image455.png]


. 

Proposizione 1.7.4   Lo spazio topologico [image: image456.png]


é paracompatto. (Senza dimostrazione).

Funzioni continue 

	[image: image457.png]




	Figure 1.1: Esempi di omeomorfismi


Definizione 1.8.1   Siano [image: image458.png]


e [image: image459.png]


due spazi topologici e [image: image460.png]f: X=X



un'applicazione da [image: image461.png]


in [image: image462.png]


. Si dice che l'applicazione [image: image463.png]


é continua se, per ogni aperto [image: image464.png]


di [image: image465.png]


, l'immagine inversa [image: image466.png])
)



é un aperto in [image: image467.png]


.

Esempio 13   Se [image: image468.png]X'



, si puó vedere che la continuitá di [image: image469.png]


secondo la definizione precedente implica la continuitá nel senso ordinario, in ogni punto [image: image470.png]


, cioé [image: image471.png]Ve>035>0 tc. Vz€lwo—5z0+8] f(2)€lf(zo) — & f(zo) + €



. Infatti, fissato un qualunque [image: image472.png]


, se [image: image473.png]


é un numero positivo qualunque, allora l'intervallo [image: image474.png]A =]f(z0) — ¢ f(zo) + el



é un aperto di [image: image475.png]


, quindi, essendo [image: image476.png]


continua, la sua immagine inversa [image: image477.png])
)



é aperto in [image: image478.png]


ed inoltre [image: image479.png]7o € f71(4)



. Questo significa che [image: image480.png]


é un punto interno di [image: image481.png])
)



, quindi esiste un [image: image482.png]>0



tale che [image: image483.png]Jeo = 8,0+ 81C £ (1 (z0) = & f(zo) +€])



, da cui [image: image484.png]Va €lzo — 6,20 + 3], (2) €]f(w0) — &, f(z0) +¢]



.

Teorema 1.8.1   Se [image: image485.png]


, [image: image486.png]


e [image: image487.png]


sono tre spazi topologici e [image: image488.png]f: X=X



, [image: image489.png]g: X'
- X"



due funzioni continue allora la funzione composta [image: image490.png]gof:X X"



definita da [image: image491.png]ge f(2) = g(f(@)) Ve € X



, é continua.

Dimostrazione. Se [image: image492.png]


é un insieme aperto di [image: image493.png]


allora, essendo [image: image494.png]


e [image: image495.png]


continue, [image: image496.png]g (A



é un aperto di [image: image497.png]


. D'altra parte, dalla ovvia eguaglianza [image: image498.png](gof)”
) A =97 (A



, segue che l'immagine inversa mediante la [image: image499.png]


dell'aperto [image: image500.png]


é un insieme aperto, da cui la tesi. [image: image501.png]



Teorema 1.8.2   Se [image: image502.png]


e [image: image503.png]


sono due spazi topologici, [image: image504.png]f: X=X



é continua se e solo se l'immagine inversa di ogni chiuso di [image: image505.png]


é un chiuso di [image: image506.png]


,

Dimostrazione. Il teorema segue dalla ovvia eguaglianza 

	[image: image507.png]VWCX X' -Y)=X-f(Y).




	(1.4)


Se [image: image508.png]


é continua e [image: image509.png]


é un insieme chiuso di [image: image510.png]


, allora [image: image511.png]


é aperto in [image: image512.png]


, quindi [image: image513.png]i
(X' -V,
)



é aperto in [image: image514.png]


, da cui, per la 1.4, [image: image515.png]Eate
)



é chiuso in [image: image516.png]


. Viceversa supponiamo che l'immagine inversa di ogni chiuso in [image: image517.png]


sia un chiuso in [image: image518.png]


, allora, fissato un aperto [image: image519.png]


in [image: image520.png]


, [image: image521.png]


é chiuso in [image: image522.png]


, quindi [image: image523.png]i
(X' -V,
)



é chiuso in [image: image524.png]


, da cui, per la 1.4, [image: image525.png]Eate
)



é aperto in [image: image526.png]


. [image: image527.png]



Proposizione 1.8.1   Siano [image: image528.png]


e [image: image529.png]


due spazi topologici e [image: image530.png]f: X=X



. Sia [image: image531.png]U ={Uikier



una base di [image: image532.png]


. [image: image533.png]


é continua se e solo se [image: image534.png]vie If7\(Us)



é un aperto di [image: image535.png]


.

Dimostrazione. Se [image: image536.png]


é continua, la condizione é ovviamente verificata. Viceversa, se la condizione é verificata e [image: image537.png]


é un aperto di [image: image538.png]


, allora [image: image539.png]A=Ujes Ui



con [image: image540.png]


, da cui [image: image541.png])]
=f
W;
jes Us) =,
i
1
;

i)



, che é un'unione di aperti e quindi un aperto. [image: image542.png]



Definizione 1.8.2   Siano [image: image543.png]


e [image: image544.png]


due spazi topologici, un'applicazione [image: image545.png]f: X=X



si chiama omeomorfismo se é continua, bigettiva e la sua inversa [image: image546.png]Fid
X'
X



é continua. Se esiste un omeomorfismo tra [image: image547.png]


e [image: image548.png]


, si dice che i due spazi topologici sono omeomorfi.

Osservazione 1   Un omeomorfismo tra due spazi topologici [image: image549.png]


e [image: image550.png]


, non solo stabilisce una corrispondenza biunivoca tra gli elementi di [image: image551.png]


e [image: image552.png]


, ma anche tra i loro insiemi aperti (chiusi). Questo significa che due spazi topologici omeomorfi, anche se definiti in maniera totalmente differente, sono indistinguibili da un punto di vista topologico. La nozione di omeomorfismo in topologia ha la stessa funzione della nozione di isomorfismo in algebra.

Esempio 14   Le applicazioni ( [image: image553.png]PoQ



, [image: image554.png]


, [image: image555.png]Q- E



) illustrate nella figura 1.1 tra cerchio, quadrato ed ellisse, sono ovviamente corrispondenze biunivoche ed inoltre tenendo conto che una base di insiemi aperti su ciascuna figura é costituita dalle sue intersezione con i dischi aperti di [image: image556.png]


, per la proposizione 1.8.1 sono anche continue con le loro inverse. Quindi cerchio, quadrato ed ellisse sono omeomorfi. Con la stessa costruzione, si puó vedere che sfera, cubo ed ellissoide sono superfici omeomorfe.

Per dimostrare che due spazi topologici sono omeomorfi, basta determinare un omeomorfismo, per dimostrare che non sono omeomorfi, non potendo verificare che tutte le applicazioni dall'uno all'altro non sono omeomorfismi, si utilizzano proprietá o strutture invarianti per omeomorfismo. Per esempio appurato che la compattezza é una proprietá invariante per omeomorfismi nel senso che che uno spazio topologico é compatto, tutti gli spazi topologici ad esso omeomorfi sono compatti, si puó affermare immediatamente che la sfera non é omeomorfa al piano perché il secondo non é compatto, mentre la prima come sottospazio chiuso e limitato di [image: image557.png]


é compatta. 

Un'altra proprietá invariante per omeomorfismo é la connessione, cosí due spazi topologici di cui uno é connesso e l'altro no, non possono essere omeomorfi. 

